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1 Réduction : partie 2

• Des vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes d’une matrice symétrique réelle sont
orthogonaux. Toute matrice symétrique réelle possède au moins une valeur propre réelle. Théorème
spectral : toute matrice symétrique réelle est orthodiagonalisable, c’est-à-dire si S ∈ Sn(R), il existe
P ∈ On(R) et D diagonale telle que S = PDP⊺.

• Si S ∈ Sn(R), l’application qS : X 7→ X⊺SX = ⟨SX,X⟩ est polynomiale de degré 2 : c’est la
forme quadratique associée à S : expression à savoir expliquer

∑
i,j

si,jxixj . Matrices symétriques posi-

tives, définies positives. Notation S+
n (R) et S++

n (R). Caractérisation spectrale. Application au Calcul
différentiel : (CN2) si f admet un minimum local en a ∈ U, alors Hf (a) ∈ S+

n (R) ; (CS2) si a ∈ U est
un point critique et si Hf (a) ∈ S++

n (R), alors f admet un minimum local strict en a. Cas particulier
des fonctions de deux variables avec les notations de Monge r, s, t et la condition rt− s2 ̸= 0.

• Si λ ∈ SpK(u), alors P(λ) ∈ SpK(P(u)). Conséquence, si P est annulateur de u, alors SpK(u) ⊂ RacK(P) ;
on retrouve le cas des projections et des symétries.

• Lemme des noyaux, version simple : si P =
d∏

i=1
(X− αi) est SARS, alors pour tout endomorphisme

u, KerP(u) =
d⊕

i=1
Ker(u− αiId) (démo. vue avec les polynômes de Lagrange). Lemme des noyaux (cas

général) si P =
d∏

i=1
(X− αi)mi (admis).

• Théorème important : u est diagonalisable ssi u possède un polynôme annulateur SARS. Consé-
quence : diagonalisabilité d’un endomorphisme induit par un sev stable.

• Endomorphismes/matrices carrées trigonalisables. CNS de trigonalisabilité par le polynôme carac-
téristique. Trigonalisation des matrices M ∈ Mn(K) telles que

∑
λ

dimEλ(M) = n− 1. Cas des matrices

3× 3 ayant une valeur propre triple telle que dimEλ = 1 par la méthode des noyaux itérés (réduite de
Jordan).

• Applications – Une démonstration du théorème de Cayley-Hamilton : on montre avant que
l’ensemble des matrices diagonalisables sur C est dense dans Mn(C). Résolution des EDLk homogènes
à coefficients constants : on détermine avant Ker(D− λId)m où D est la dérivation.

2 Exercices de TD à savoir refaire

TD 10 2 , 5, 12, 13, 20.

1 http://vrohart.e-monsite.com/
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