P2

Correction des exercices de vacances

Fiche n°1 : BIEN REDIGER

Exercice 1.

Exercice 2.

Exercice 3.

Exercice 4.

Exercice 5.

Exercice 6.

Exercice 7.

ISEP

— (minuscules) ( : zéta, w : oméga, n : éta, x : khi, 6 ou ¥ : théta, o ou ¢ sigma :
— (majuscules) ¥ psi: , I : gamma, A : lambda, © : théta, @ :
— delta minuscule : §, gamma minuscule : 7, khi minuscule : x, ksi minuscule : £

— ©a\7s : Thales, Hvﬁ(/)wonpag : Pythagore.

no k4l
t|—>2/ cos(x +t+a)dx
k

k=0
— t est liée par — — cos est un symbole réservé
— k est liée par E — 1 est liée par/d
—— n est un parametre — a est un parametre.

{x € R/ 2% > a } signifie 'ensemble des réels dont le carré est au strictement supérieur a a, c’est
donc 'ensemble | — 0o, —a[U]a, +00] si @ > 0 et R sinon. Ainsi 2 est muet et a est un parameétre.

La notation E, sous-entend que ’ensemble E dépend du paramétre zx.

E,={r € R/ 2® > a } serait pertinent.

. On sait que 22 > 0 quel que soit le réel z.
. Le raisonnement par récurrence

. On résout ’équation dans un intervalle de R.

1
2
3
4. Comme dit précédemment, un élément de C s’appelle un complexe.
5. Un vecteur est nul s’il a une norme égale a zéro.

6

. Un polynéme, ce n’est pas une fonction polynomiale!
— On sait que V2 ~ 1,414. — Soit f une application linéaire. On a alors

— Ainsi, In(2) = 0,69. f(0) =0.
— Orx:\/ﬁ, donc 22 = 2.

1. Soit z un nombre complexe. On dispose donc de a et b deux réels tels que z = a + ib.

[\

. Pour représenter une matrice 2 x 2 & coefficients dans R, on introduit quatre réels a, b, ¢, d pour

. a b
Décrire .

3. On veut résoudre I'équation 22 4 2 4 1 = 0 d’inconnue « dans R. On calcule son discriminant noté

A. On a A = —3, donc cette équation n’a pas de solution réelle.

4. Soit n un entier naturel.

1. Soient E et F' des K-espaces vectoriels et f € L(E,F). Si E est de dimension finei, alors Ker (f)
et Im (f) aussi et dim(Ker (f)) + dim(Im (f)) = dim(E).



P2

Correction des exercices de vacances

Exercice 8.

Exercice 9.

Exercice 10.

. Si z est un nombre complexe non nul, alors on dispose de r € R’} et de t € R tels que z = re't.

t

3. Une fonction f: R — Rest paire si Vo € R f(—x) = f(x).

. Posons z =1+ 4. On calcule alors z

Soient I un intervalle de R et f: I — R. On note f < I > l'image directe de I par f. Si f est
continue sur I, alors f < I > est un intervalle. On démontre cela en utilisant le théoréme des

valeurs intermédiaires.

Pour résoudre 22 + 52 — 7 = 0, on note A le discriminant de cette équation : on obtiendra

A =52 —4x1x(—1), ce qui permet de trouver les solutions.

2=..., 3.| On note z le complexe 1+ 14, ---

On pose P(X) =1+ X + X?2. P est un poly- | 4. Soit P un polynome.

nome. 5. On pose P(X) =1+ X + X2
1+ X + X? est un polynome. 6. On note f :  — 2. La fonction f est paire si
. Notons P le polynome 1 + X + X2 elle est définie sur R.

Soit f la fonction définie sur R par Vo € R f(z) = z. La fonction f est dérivable sur R et Vx €
R fl(z) =2z

Fiche n°2 : USAGE DES QUANTIFICATEURS

Exercice 1.

Exercice 2.

Exercice 3.

ISEP

—_

. On sait que Ve € R 22 > 0.

2

. On sait que dans C I’équation z° = —1 admet au moins une solution, par exemple —i.

. La fonction f est paire si son domaine est symétrique par rapport & 0 et pour tout z dans son

domaine, —z appartient a son domaine et f(—z) = f(z).

La fonction f est paire si Vo € Dy (—z € Dy et f(—z) = f(z)).

Tout réel est majoré par un entier relatif.

Le seul réel dont la valeur absolue est un minorant de R est zéro.
Dans C, 1 + 7 admet une racine cubique.

On dispose d’une unique élément de E qui vérifie Pr.

Deux ensembles sont égaux si et seulement si ils contiennent exactement les mémes éléments.

exp(—1) # exp(1). 6] 3(z,2") € C* (exp(z) = exp(z’) = —let z #
VreQ a2 #2. ')
Ve € R cos(z) # 3. 7| IneN 12=4n
Jr €R cos(x):%o 8|VneN b5n#12
Jze€C exp(z) =—1 9{Yne N (n|b=nec{l,5})
2
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Exercice 4.

Exercice 5.

10. ¥YDe AVYM € P <A§ZD:>E!!D’€A(AeD’etDﬁD’zﬁ)).

—_

Tout étre humain est le pére d’un étre humain. Faux

2. Il existe un étre humain dont tous les étres humains sont le pére. Faux

3. Dans toute prison il existe un gardien travaillant dans cette prison qui peut ouvrir toutes les

cellules.

4. Tl'y a une prison dans laquelle tous les gardiens travaillent et dans laquelle tous les gardiens peuvent

ouvrir toutes les cellules.

Y(z,y) € F? 2Qy
VeeH3dyeH z0y.
VeeHdyeH zQ0y.

AN e

JreGVyeH (20y=yei)

V(z,y,z) € GEx H((x@z et yOz) = —(x@y)).

© % N o

10.

d(z,y) e H (zQy et =(yQx)).

z,y) e H (20y et yOu).

V(z,y,2) € H ((2Qy et y02) = 20z).

VeeH ((VyeH y=<z)= (r€GetVzeF (50
vVeeH ((VyeH y=<z)= (z€GetVzeH (af

Fiche n°3 : LES TYPES D’OBJETS

Exercice 1.

Exercice 2.

Exercice 3.

ISEP

les assertions vraies sont : 1 € E, {2} C E, ) C E.

Posons E = {1,{1}} et a = {1}, alors a € E, i.e. a est un élément de E, et, comme 1 € E, alors

aCF.

Par double implication

o (<) trivial

e (=) Supposons ANB=ANCet AUB=AUB,).

Soit z € F,

Par double implication,

* supposons x € B

Par cas,

— siz€ A,alorsx € ANB,doncz € ANC, donc x € C
— sinon, alors z € (E\ A) et x € AUB, doncz € (E\ A) et x € AUC, donc z € C

Ainsiz e B=z¢cC.

* Par symétrie, on montre par un raisonnement analogue (B +— C) x € C =z € B

Donc B=C
Dot I’équivalence.
OU BIEN : Pour (<)
Supposons ANB=ANCet AUB=AUB).

Par double inclusion :
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Exercice 4. 1

Exercice 5.

Exercice 6.

Exercice 7.

Exercice R.

Exercice 9.

Exercice 10.

ISEP

B = (BNAU(E\A)NB)
= (CNAU((E\A)NB)
C (CNAUW(E\NA)N(BUA)
C (CNAU(E\NA)N(CUA)
c (CNAU(E\ANC)U <<E\AmA>
C (CNAU(E\NANC)U
C (CNAU(E\A)NCO)
=C

* Par symétrie, on montre par un raisonnement analogue (B +— C) C C B

P0) = {0}, P{0}) = {0,{0}} et P{{0}}) = {0, {{0}}}.
P({z}) = {0, {z}} et P(P({z})) = {0, {0}, {{=}}, {0, {=}}}.

L’ensemble des solutions de I’équation 22 —2x—2 = | Les solutions de 1’équation 22 —x —2 = 0 sont —1
0est {—1,2} et 2.

Aucune rédaction : quel est le sens de cette égalité ? qui est x? Quel rapport avec S ?

exemple de rédaction : On note S l'ensemble des solutions de 'équation 22 —z —2 = 0. On a

S ={-1,2}.

1. La fonction x — x* est dérivable sur R et
(x+— 2% =2 — 322
2. La fonction cos est périodique.

3. La fonction f est croissante (sur R).

1. i est une constante : i € C et i2 = —1.
2. 1 est déja défini :

tel que 7% = —1.

il existe un complexe noté i

3. x est lié dans la formule, donc ne doit pas étre
lim f(z) =
z—0

1
=0

r—+oco I
Méme remarque pour ¢

introduit au préalable :

4. Méme remarque : lim

o

. La suite (uy,

. La fonction f est croissante.

) est croissante OU BIEN La suite

u est croissante.

. On considére la droite d’équation y = 2z + 3.

. Méme remarque pour k

. x ayant été introduit, f(x) est un nombre.

Seules les fonctions peuvent étre continue : f

est continue sur Ry.

"étre croissante" est une propriété globale,
donc "étre croissante en x" est un non sens

. La fonction f est croissante sur R..

R[X]? signifie R[X] x R[X], c’est I'ensemble des couples de polynémes & coefficients réels, alors que

R2?[X] serait 'ensemble des polynomes a coefficients dans R??? 2.

(P, Q) est un couple alors que R?[X] n’est pas un produit cartésien.
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Exercice 11.

1. «{V--- » : erreur de syntaxe, donc ¢a n'a au- | 2. {z € R / e* > 2} =]In(2), +o0].

cun sens.
1. {1,2,3,4,6} ={n e N* /3Jk e N kn = 12} {n €1]0,20] / VE € N (kln =k € {1,n}}
2. {—V2,V2}={zx€R /2?=2} 5. {x = Ae®/A€R}={dexp / N €R}
3.0={xreR/2*=-1} ={f e F(R,R) /AN eR f = \exp}
4. {2,3,5,7,11,13,17,19} = ={feDR,R)/f = f}

Fiche n°4 : DEFINITIONS ET THEOREMES

Exercice 1.

Exercice 2.

Exercice 3.

Exercice 4.

e F n’est pas introduit
"c’est d" n’est f i ‘a d
e "c’est quand" n’est pas francais <— n’a donc aucun sens
e f est introduit par "avec" qui peut avoir le sens de il existe comme de pour tout

e f n’est que partiellement introduite

e f n’est pas introduite

e 1 n’est pas introduit

une fonction n’est certainement pas une égalité

1. Soient f € F(R,R) et a € R.

R\ {a} —R
On dit que f est dérivable en a si ’application . ft) — f(a) admet une limite
~ t—a
finie en a.

2. Soient f € F(R,R) et D CR.
On dit que f est croissante sur D si V(z,y) € D* (z <y = f(z) < f(y)).
3. Soit A € M, (C). On dit que A est antisymétrique si AT = —A.

Fiche n°5 : LES DIFFERENTS RAISONNEMENTS

Exercice 1.

ISEP

e Dans sa rédaction, la propriété P, qu’il énonce ne dépend pas de n puisque n est liée par le

quantificateur V.

Py est vrai n’a aucun sens : on affirme soit Py soit —Py.

Py = P,, donc pour établir Py, il faut établir I'intégralité de la formule!
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Exercice 2. e une ligne ne peut pas commencer par le symbole <= : remplacer toutes ses occurrences par "si
g 1% 1% p Yy p p

et seulement si"

x n’est pas introduit

les deux premieres formules ne sont pas équivalentes : la premiere est définie sur R% alors que la
seconde lest sur |in fty, —1[U]0, +oo.

exemple de correction : Soit x € R

In(z) + In(xz + 1) = In(2) si et seulement si € R} et In(z(x + 1)) = In(2).

i.e. si et seulement si x € RY et x(x + 1) = 2 car In est injective.

i.e. si et seulement si x € R} et 2?4+ —-2=0

i.e. si et seulement si v € RY et x € {—2,1}

i.e. si et seulement si z = 1.

Conclusion : L’équation In(z) + In(z 4+ 1) = In(2) d’inconnue x admet 1 comme unique solution

réelle.

Exercice 3. 1. On suppose qu’on dispose de mg € M tel que pour tout entier naturel n si V' est un voisinage de

ISEP

myg alors V' n’est pas homéomorphe a R™.

. Soit m € M.

Par analyse/syntheése :

e Analyse : On suppose qu’on dispose de ng € N* et V' un voisinage de m tel que V' soit homéo-

morphe & R™,

. Cette formule n’est une formule universelle sur les entiers natures, c’est une formule universelle

sur les éléments de M.



