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Complément
Développement décimal illimité propre d’un réel

STANISLAS

¢ Théoréme .
Pour tout nombre réel = € [0, 1], il existe une unique suite (a,)nen+ telle que
e Vn € IN*, a, € [0,9],
e Vn e IN 3k > n, ar # 9 (c’est-a-dire les a,, ne valent pas constamment 9 a
partir d’un certain rang),
o0
o =) a,107"

n=1
Réciproquement, toute suite de ce type définit un unique réel de [0, 1].

On dit alors que (an )nen+ est le développement décimal illimité propre du réel x et
on note comme on en a ’habitude : x = 0,a1aza3 ...

Remarque. La 2° condition imposée a la suite (a,)nen+ garantit I'unicité. En effet,
le réel x = % peut s’écrire

0,50000... mais aussi 0,49999...

Si vous en doutez, sommez donc une série géométrique (par exemple). On dit que la
suite (4,9,9,9,...) est le développement décimal illimité impropre de %

Point & bien savoir. Si g € C est tel que |¢| < 1, la série (qualifiée de géométrique)
qno

>~ ¢™ converge absolument et pour tout ng € N, Z q" =1

n=no

PrEUVE. Faisons un raisonnement par analyse-synthése.

‘ Unicité de la suite (an)nen+

Supposons qu’une telle suite existe. Posons x¢g = 0 et, pour tout

N
N e N* 2y = 3 a,10~", de sorte que any = 10N(zxy — 2x_1). On aura

n=1

10Nz = zn”m*”*N + Z R 107N

n=1 n=N-+1

eN =c

Puisque 0 < an, < 9, on obtient, en sommant une série géométrique, 0 < € < 1. Or parmi tous les ay,

~

quand n > N, on est str d’en trouver un strictement inférieur a 9. Ceci implique que € < 1 et par
: N

suite [10Nz| = 3 ap1077TN, On en déduit que 10~N[10Nz| = 2 et donc que 'expression de an
n=1

ne peut nécessairement valoir que 10N (zx — an_1) = [10Nz| — 10[ 10N~ 1z].

‘ Existence de la suite (an)pen+ | On aura besoin du petit résultat suivant sur les parties entiéres :

si A € R, alors
0< [10A] — L Al
() M A< A

Ceci se se démontre en écrivant et en faisant —10(x) + ().
(%) [10N] < 10A < [10M] + 1

<9 (%)
]+

Ceci étant dit, introduisons les approximations par défaut par excés de x :
Tn = 107" 10"z et Yn = Tn + ——.
n L J Yn n 1on

Montrons que ces deux suites sont adjacentes et ont pour limite z. Pour tout n € IN*,
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o z, —x,_1 = 107"([10"z] — 10[10""'z]) et la 17 partie de I’encadrement (%) appliquée a
X = 10"~ 1z montre que cette quantité est positive : (zn)nen* est croissante.

® Yp —Yn—1=Tp —Tp—1-+ 1()”;1 — ﬁ =10"" (Ll()".rj —10[10" x| — 9) et la 2° partie de
de 'encadrement (%) montre donc que cette quantité est négative : (yn )nen+ est décroissante.

® Yn —ITn = 13—,, qui tend vers 0.

Ainsi, (n)nen et (Yn)nen= sont adjacentes, donc convergent. Mais z,, < x < yp, car [10"z]| <
10"z < [10"z| 4+ 1. On a donc, lim z, = lim y, = z.
n—oo n—oo

Posons alors a, = 10™(xp — xp—1) pour tout n € IN*. Soit n € IN* quelconque.
— En développant : a,, = [10™z| — 10[10"~'z], donc a, € Z.
La double inégalité concernant les parties entiéres plus haut montre que 0 < a,, < 9.

N N
Ensuite, pour tout N € N*, >~ a,107" = > (zp—2p—1) = TN —2Z0 = ZN, car zg = |z] =0
n=1 n=1
N

puisque z € [0, 1[. Ceci prouve que Y a,107" — .
n=1 N—+o00

Enfin, imaginons un instant que tous les a,, vaillent 9 & partir d’un certain rang ng. On aura,
pour tout N > ng,

N nl-— 10— (N—=no) .
TN — Tng =9 Z 107" =9 x 10~ ("o )71 o1 —10"™0 — 10N,
n=ng-+1 o

En faisant N — +o00, il viendrait * = x,, + 1070 = y,, ce qui est impossible car = < y,
pour tout n € IN*.

Réciproque. | Toute série de la forme Z an 107" est absolument convergente car les ay, sont bornés

(par 9), et converge donc bien vers un réel unique (sa limite). Reste & montrer que ce réel x est bien dans

o0 o0
[0,1[. Qu’il soit positif est évident. Si x était égal a 1, alors on aurait >, ap,107" =1= > 910~ ™
n=1 n=1

o0

(série géométrique célébre : « 0,999... » = 1), si bien que > (9 — a,)10~" = 0. Puisque 9 —ap, > 0
n=1

pour tout n, la suite (an)pen+ serait constamment égale & 9 : largement absurde ! |

{}Corollaire 1.

Tout réel positif  posséde un unique développement décimal illimité propre, c’est-
a-dire une suite (ap)nen avec ag € IN et (an)n>o comme dans le théoréme 1 telle
(oo}

que T = E a,10™". On note alors x = ag, a1as ...

n=0

PrEUVE. Appliquer le théoréme 1 & z — |z| € [0, 1] et poser ag = |z]. [ ]

Notation. Si z < 0, alors —x est positif : si (ax)ren est son développement décimal
illimité propre on notera x = —ag, a102a3 . . ..

Remarque. Si on note € (comme chiffres) 'ensemble des suites (an)n>0 possédant les propriétés

du théoréme 1, on constate que R est en bijection avec Z x 6. Certains s’en servent comme point de

départ pour une construction de R
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